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Milo Beckman: Matematika szdmok nélkiil. Libri Kiadé, 2022; ISBN: 9789634339120

»Arkhimédészre emlékezni fognak, amikor Aiszkhiiloszra mdr nem, mert a nyelvek
meghalnak, a matematika eszméi nem. A ’halhatatlansdgra’, barmit jelentsen is,
valdoszintileg a matematikusnak van a legjobb esélye.”

G. H. Hardy: A Mathematician’s Apology

Ez egy egészen kiilonleges konyv: matematikardl szamok nélkiil. Kicsit csalds is, mert iga-
zabol csak a matematika bizonyos atfogé teriileteirdl szél, de a cimével kitlizott cél igy is
meghokkentéen merésznek igérkezik. Erdemben, legalabb pér jellemzd részt is bemutatva
irni rola, szintagy merész véllalkozds, mert a mondandd magyarazatat sok szellemes grafika
segiti, amelyekbdl értelemszertien nem tudunk ide idézni. Az Amazon ajdnloja ezzel kez-
dédik: ,,Ilusztralt bejérasa a szerkezeteknek és rendszereknek, amelyeket ‘'mateknak’ neve-
ziink” Rola pusztan szavakkal, az illusztraciok elhagydsaval szdlni, ez a hajdanvolt jonevi
szinész és kupléénekes nagy slagerét idézi, amelyet Kibédy Ervin tett még népszer(ibbé: ,En
nem hiszem, hogy normalis vagyok” Amde, ez a konyv ,,itt van” (. Sir Edmund Hillary
hires mondésat a Mount Everest megmaszasarol), és nem lehet neki ellenallni...

Beckman bemutatdsa a konyvben: ,,Egész fiatal kordban szerette meg a matematikat. 1995-
ben sziiletett Manhattanben, mdr nyolcévesen bejdrt a Stuyvesant Gimndzium matematika-
ordira, tizenhdrom éves kordban pedig 6 lett a New York-i Matematikacsapat kapitdnya. Ki-
16nbo6z6 projektjeinek és fiiggetlen kutatasainak eredményeit lekzolte a New York Times,
a FiveThirtyEight, a Good Morning America, a Salon, a Huffington Post, a Chronicle of
Higher Education, a Business Insider, a Boston Globe, a Gothamist, az Economist és még
szamos nivos folydirat. Hairom miiszaki cég, két bank és egy amerikai szenator is igénybe
vette szolgdltatasait, majd tizenkilenc éves kordban ‘nyugdijba vonult, azéta New Yorkban,
Kinaban és Braziliaban tanitott matematikat, kozben pedig ezen a konyvon dolgozott.” (Ki-
emelések a recenzio szerz6jétol.)

Az Amazon ajénldjabdl: ,,A konyvben nincs mas szam, csak az oldalszamok. Egy élénk,
csevegd, és teljes mértékben eredeti kalauz az absztrakt matematika hdrom f6 dgdhoz - topo-
l6gia, analizis és algebra —, amely meglepéen konnyen felfoghatonak bizonyul. (Azért *kiralyi
utat’ ez sem ad, nem mentesit attol, hogy gondolkodnunk kelljen az olvasottak megértésé-
hez, helyenként nem is kicsit! — Osman P.) Ez a konyv fejre dllitja a matematika hagyomd-
nyos megkozelitését, s arra hiv benniinket, hogy kreativan gondolkodjunk az alakrol és a
dimenziérol, a végtelenrdl és a végteleniil kicsirdl (infinitezimalis), szimmetridkrol, bizo-
nyitasrdl, s hogy mindezek a fogalmak miként illeszkednek 6ssze. Ami itt az olvasokra vir,
az egy kotetlen bejarasa e furcsan erételjes témakor utanozhatatlan 6romeinek és megoldat-
lan titkainak. Nem volt még ehhez hasonlé konyv a matematikdrol. Sok népszertisité mi id6-
z6tt el szamokon, mint a pi, a nulla vagy a végtelen. Ez joval messzebbre megy, hogy olyan
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kérdéseket tegyen fel, mint "[h]dny forma létezik?} *Van barmi nagyobb, mint a végtelen™,
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’[a]matematika a valosagot mutatja?’, Beckman megmutatja, miért van, hogy a matematika
tobbnyire egyszertien alakzat-felismerés, és miként lep meg benniinket folyamatosan a val6
vilaghoz k6t6dé varatlan, hasznos kapcsolodasaival.

E konyv torekvéseihez kiilonleges szerzé kell: talalékony; kreativ, eredeti gondolkodo, aki
orvendez6 szenvedéllyel igyekszik megfelelni hivatdasanak. Egy csodalatos tehetség”

Kirkus Reviews (1933 6ta m(ikod6 konyvkritika magazin): ,,Egy kellemes, szérakoztat6
pillantas a matematikdra, mint a mindenek leirdsara. Egy csoddlatos matematikai tehetség
vizsgdlja, miként ldtjdk a matematikusok a vilagot. A matematika megszallottjai valtozo si-
kerrel probaljak elmagyardzni kedvenc targyukat a nagykozonségnek — még akkor is, ha
nagyon igyekeznek megragadni a figyelmiiket szamitasi tritkkokkel, paradoxonokkal, vagy
épp illuzidkkal. Beckman mindezeket elkeriili, 4llitva, hogy mindent — névényeket, szerel-
met, zenét, tényleg mindent — meg lehet érteni a matematikai fogalmaival, s rd is tér, miként
igyekeznek erre a matematikusok. Ok imadjék tulgondolni a dolgokat” A Kirkus ezutin
példakat hoz Beckman matematikai fejtegetéseibdl, majd igy folytatja: ,Végiil is, Beckman
ugy érvel, hogy a matematika nem szamokrdl vagy egyenletekrdl szol, hanem modellekrdl.
Egy modell a jelenségeket sajatos szabdlyokka szélazza szét, amelyek alkalmazdsa megma-
gyarazza azt. Néhany egyszer(i szabaly kialakit egy ’kvazi jatszmat’ (jatékelméleti értelem-
ben — Osman P.), amely figyelemreméltéan hasonlit a darwini természetes szelekciohoz.
Fejtegetését egy modellel zarja, amely egy 17 részecskét tartalmazo tres térbdl all, ezek jol
meghatarozott, bar abszurd szabalyokat kovetnek, a végeredmény pedig a Standard Modell,
a fizikusok legjobb magyarazata arra, miként mikodik a vilagmindenség”

Hic Rhodus, lassuk magat a konyvet! (Innentél minden idézet bel6le.) Beckman rovid kré-
doval - ha tetszik, , kiildetésnyilatkozattal” — indit: ,,Miben hisznek a matematikusok? Hisz-
sziik, hogy a matematika érdekes, igaz és hasznos (ebben a sorrendben).

Hiszlink egy 'matematikai bizonyitdsnak’ nevezett eljarasban. Hissziik, hogy a bizonyitas
utjan megszerzett tudas fontos és hathatds.

A fundamentalista matematikus hisz abban, hogy minden - a novények, a szeretet, a zene,
valoban minden - (elméletileg) megragadhat6 a matematika fogalmaival”

Tovabbi bevezetéssel, elészoval nem bajlédik, ennek helyén egy haromagu fa all: torzse
az ,,Iskolai matematika’, dgai: ,Topoldgia’, ,, Analizis’, ,,Algebra”. S maris, in medias res, .

»Topolégia, fejezetei: Alakzatok / Sokasdgok | Dimenzidk.

Alakzatok. A matematikusok szeretik atgondolni a dolgokat. Ez a mddszeriink. Vesziink
egy fogalmat, amit valamilyen szinten mindenki ért, példaul a szimmetria vagy az egyenl6-
ség fogalmat, majd darabokra szedjiik, és megprobalunk taldlni benne egy mélyebb jelentést.
(J6 sz6 a ,valamilyen szinten”! Vajon az emberek mekkora hanyada nem jon zavarba, ha
nagy hirtelen meg kellene mondania, mit is jelent a szimmetria? - Osman P.) Vegyiik csak
az alakot. Tobbé-kevésbé mindenki tudja, mit értiink alak alatt. Ranézel egy targyra, és
pillanatok alatt latod, hogy kerek vagy szogletes, vagy madsmilyen. Am egy matematikus to-
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vabb kérdez: Mi az alak? Mitél olyan valaminek az alakja, amilyen? Ha egy targyat az alakja
alapjan azonositunk, akkor nem foglalkozunk a méretével, a szinével, a hasznélhatdsagaval,
a koraval, a sulyaval, azzal, hogy ki hozta és hogy ki viszi haza. Mivel is foglalkozunk tulaj-
donképpen? Mi jatszddik le a fejiinkben, amikor azt mondjuk, hogy valami kor alaka? Ezek
a kérdések persze értelmetlenek. Nincs gyakorlati hasznuk, hiszen az ember 6sztondsen is
felismeri a formdkat, az alakzatokat, és ez rendben is van igy — az életben semmi fontos dolog
nem mulik azon, hogy hogyan is definidljuk az ulak’ fogalmat. Egyszer(ien csak érdekes gon-
dolkodni rajta, ha épp van egy kis szabadidéd, amit épp ezzel akarsz kit6lteni” — Vigyazat,
ez csali! Kissé dltalanositva, azzal nyugtat, hogy ,nincs itt, kérem, semmi nehezebb gon-
dolkodnivalé!”, pedig ha sz6 szerint vennénk, az értelmes elemzé és okfejté gondolkodas
egészét dobnank ki az ablakon, s vele a filozofiat is nehezéknek. Igaz, ,,a boltban” semmit
sem adnak olcsobban azért, mert ismerjiik a matematikat — szamokkal vagy azok nélkiil
-, am, akarcsak a nyers gyakorlatiassagnal maradva, a jovedelmiink, és vele tobbé-kevésbé
az életmindségiink is jocskan mulhat azon, mennyire tudunk gondolkodni, szintigy ma-
sok gondolkodasat kovetni és érteni, s mennyi képzel6erdvel birunk ehhez. Beckman pedig
madris kemény edzbpdlydra visz ebben. S még ehhez: ,,az ember 0sztonosen is felismeri a for-
mékat, az alakzatokat”. Ez bizonyos korben igaz, ahogy az éllatok is képesek életiik keretei
kozt ilyesmire, am ,,0szt6nos” topoldgiai, geometriai felismerd képességeink nincsenek, azt
tanulni kell. J6 példa erre, ahogy Beckman a kovetkez 1épésben bevezeti a kategorizalast,
azaz a csak az emberi faj birtokdban 1év6, tanult képesség, az absztrakcié egyik megjelenési
modjat. Valdjaban mar a ,,ranézel egy targyra, és pillanatok alatt latod, hogy kerek vagy
szOgletes, vagy masmilyen” is idetartozik, ahogy az allatok sokféle novényt ismerhetnek, de
a ,novény’, ,fii"; ,virag” fogalma nincs meg nekik.

JTegyiik fel, hogy igy van. Ime egy kérdés, ami méris felmeriilhet benned: Hényféle forma
létezik egyaltalan? (Kezdddik a ’konnyed’ szemléltetés: a kérdés a képregények szokasos
buborékdban jelenik meg. S hogy voltaképp milyen kemény feliités, az rogvest meglatszik
a folytatasban — Osman P.) Ez elég egyszerti kérdés, még sincs ra konnyt valasz. A kérdés
preciz, pontosan definidlt verzidjat altalanositott Poincaré-sejtésnek nevezik, és mdr jé egy
évszazada foglalkoztatja a matematikusokat, ennek ellenére még mindig nem tudta megolda-
ni senki. Pedig rengetegen probalkoztak vele, néhany éve egy zsenialis matematikusnak oda
is itélték az egymillié dollaros dijat, mivel a probléma egy nagyon nagy részét sikeriilt meg-
oldania. De még mindig vannak szamba nem vett kategoridk, igyhogy igazabol a mai napig
fogalmunk sincs, hanyféle forma létezik. Probaljuk meg mégis megvalaszolni ezt a kérdést.
Haényféle forma létezik? Ha nincs jobb otletiink, kezdjiink felrajzolni kiilonféle alakzatokat,
aztan meglatjuk, mi sil ki bel6le” Kiilonféle abrak a képen, és a gondolatmenet felvezeti a
kategériakat és a kategorizaldst:

,Ugy tlnik, attdl fiigg a vdlasz, hogy pontosan hogyan soroljuk be az alakzatokat kiilon-
bozo kategoridkba. A nagy kor ugyanaz az alakzat, mint a kis kor? A ’krikszkraksz’ egy
kategoriat alkot, vagy felosztjuk tovabbi kategdridkra attol fiiggen, hogy mennyire cirkal-
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mas? Sziikség lenne tehdt valami dltaldnos szabdlyra, amellyel az efféle vitak elkertilheték.
Ne kelljen minden esetben mérlegelni, hogy az adott alakzat kiilon kategéridba tartozik,
vagy besorolhat6 egy kordbbiba. Szdmos olyan szabdly létezik, amely remekiil megfelel a
célnak, azaz segitségiikkel megallapithatjuk, hogy két alakzat ugyanaz vagy kiilonbo6z6. Az
ilyen szabalyokbol alakult ki a matematikdnak az a része, amelyet geometridnak neveziink.
A geometriaban az egyes alakzatok pontosan definialtak.

Mi ennél kissé rugalmasabb rendszert szeretnénk. Hiszen az dsszes lehetséges alakzatot
keressiik, és nincs idonk a krikszkrakszok sok ezer valtozatanak atvalogatasara. Olyan sza-
balyt keresiink, amely elég nagyvonaltian mondja ki két alakzatrol, hogy valdjaban azonos,
igy az alakzatok vilagat kezelheté mennyiségii kategéridkra osztja.

[Szovegdobozban:] Uj szabdly: Két alakzat azonosnak tekintendd, ha az egyikbdl eljutha-
tunk a mdsikba nytjtdssal és osszenyomdssal, szétvigds és Osszeragasztds nélkiil.

Ez a szabdly a topolégia kozponti gondolata. A topoldgidt a geometria kevésbé szigorii,
engedékenyebb viltozatdinak tekinthetjiik. Az alakzatokat vékony, végtelentiil nyudjthaté anya-
gunak képzeljiik, amelyet ugy lehet csavargatni és nyujtani, mint a gumit vagy a tésztat. A
topolégidban az alakzat mérete nem jdtszik szerepet.(Anndl inkabb az ember képzelGereje,
amelyet Beckman példai, magyarazatai olykor igencsak probéra tesznek — Osman P) Itt a
négyzet azonos a téglalappal, nem tesziink kiilonbséget a kor és az ovalis kozott sem.

Itt kezdddnek a furcsasdgok. Erre a ‘nyujtos-Osszenyomos’ szabdlyra gondolva kénnyen
beldthatod, hogy a kor és a négyzet ugyanaz! [DE:] A négyzet valoban kor, de csak a topold-
gidban. Ha topoldgiaval foglalkozunk, akkor nem ragadunk le olyan jelentéktelen részletek-
nél, mint a hegyes szogletek, amelyeket konnyedén szét lehet masszirozni. Nem érdekelnek
olyan felszines kiillonbségek, mint amilyen a szog, a hossz, az egyenes vagy ivelt él. Csak a
lényegre koncentrdlunk, ami a formdt alapvetéen meghatdrozza: azokra a jellemzékre, ame-
lyektdl egy bizonyos alakzat az lesz, ami. Amikor a topolégus ranéz egy négyzetre vagy egy
korre, nem lat mast, csak egy zdrt hurkot. Minden mas attdl fiigg, hogy adott pillanatban
hogyan nyujtottad vagy nyomtad 6ssze az alakzatot. Az szinte barmilyen alakot felvehet, a
lényeg, hogy onmagadba zdrédo hurok, hivatalos neve a topoldgidban ,S1°. Ahogy a négyzet a
téglalap egy specialis esete, a kor pedig az ellipszisé, mindezek az alakzatok az S1 specialis
esetei.

Vannak mds alakzatok is? A topolégidban léteznek olyan alakzatok, amelyek nem azonosak
a korrel. Példaul a vonal, amit drétdarabként is elképzelhetsz. A drétot meg lehet hajlitani
ugy, hogy majdnem kor legyen beldle, de ahhoz, hogy tényleg kor legyen, a két végét 6ssze
kellene érinteni — s ez mar nem megengedett. Mert tehetsz a dréttal barmit, de arra tigyel-
ned kell, hogy mindig megmaradjon a két kitiintetett pont a két végén, ahol a drot véget
ér. A két végpont az, ami ennek az alakzatnak elengedhetetlen jellemzdje. Ezért mondjuk a
nyolcasra, hogy az mar megint egy mdsik alakzat. Annak ugyan nincsenek végpontjai, de
meégiscsak van egy kiilonleges pontja a kozepén, ahol a vonalak keresztezik egymast. Ebbél
a pontbdl négy kar nyulik ki, ellentétben a tobbivel, amelyekbdl csak kettd. Barhogy nyujt-
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hatod, nyomkodhatod, a keresztez6déstd]l nem szabadulsz meg. (Igazabodl tehdt ez utdbbi
alakzatok egyetlen kozos meghatarozo jellemzdje, hogy egyetlen olyan pontjuk van, amely-
bl négyfelé folytatodik az abra! - Osman P.)

Ennyi informdcié mdr elég is, hogy megvalaszoljuk az eredeti kérdésiinket: "Hanyféle for-
ma létezik?’ A valasz: végtelen. Ezt be is bizonyitom. (A bizonyitas elegdnsan egyszer( és
klasszikus, elfér egy kis szovegdobozban, harom abraval és hét sorral. A 1ényege, szavakba
ontve, a kovetkez6 — Osman P.) Annyi a dolgod, hogy keresel egy végtelen alakzatcsaladot,
ahol nyilvanvald, hogyan lehet 0j alakzatokat létrehozni tetszélegesen sokszor megismétel-
hetd mivelettel. (Rajzos példakat kapunk, majd az altalanositast, amely az adott feladaton
talmenden nagyon is jellemzé a matematikai bizonyitasok egyik jellegzetes gondolkodas-
modjara - Osman P.) Barmelyiket is valasztod bizonyitds gyanant, az alapelv ugyanaz. Meg
akarod mutatni, hogy valamibél végtelen sok létezik, s ezt gy éred el, hogy leirsz egy el-
jarast, amelynek a végén el6all egy Uj, a tobbitdl kiillonbozd példany az adott dologbdl. Ezt
nevezziik 'végtelen csaldd’ érvelésnek, és a matematikdban elég gyakran alkalmazzuk, ha azt
akarjuk megmutatni, hogy valamibél végtelen sok van. Szamomra elég meggy6z6 is — és el
sem tudom képzelni, hogyan lehetne megcafolni. Kell, hogy végtelen sok legyen valamibél,
ha egyszer mindig képesek vagyunk tjabbat és Gjabbat létrehozni bel6le”

A barbatriikk: Matekot kiilonb6z6 szinteken és iskolakban mindannyian tanultunk, s ta-
lan a legtobbiink huzddozott téle, vagy épp utalta. Miért? Mert rosszul tanitottak, kételezd-
en bebiflazandoként, nem mutatva meg vildganak sokszinti és -rétli érdekességét, szépségét.
Beckman itt révid, megragado példat ad arrdl, miként kell ezt tenni, hogy ne csak tudjuk,
de megértsiik a bels6 logikdjat, és megszeressiik annak bolcsességét. Folytatva az el6zdeket:

,»Es ezt nem csak én gondolom igy. A matematikusok teljes kozossége elfogadja a *végtelen
csalad’ érvelést érvényes matematikai bizonyitasnak. Van még egy sor ehhez hasonlé6 bizonyi-
tasi modszer, ugyanezt az érvelést hasznalhatjuk kiilonb6z6 kontextusban, hogy kiilonb6z6
dolgokat bizonyitsunk. Akik sokat foglalkoznak matematikaval, el6bb-utobb észreveszik,
hogy ugyanazt az érvelést hasznéljdk Gjra meg Gjra. Es (legtobbszor) mindenki egyetért ab-
ban, hogy melyek azok a bizonyitasok, amelyeket elfogadhaténak, azaz érvényesnek tartunk”
A kvintesszencia: ,,Ha egyszer feltesziink egy kérdést, és lefektetjiik a valaszadas szabalyait, a
valasz tulajdonképpen mar meg is van. Csak még meg kell talalnunk”

A kovetkez6 fejezet: Sokasdgok: ,,Mivel til sok alakzat létezik, a topoldgusok a fontosakra
koncentralnak. Ezek a sokasdgok. Ez els6re talan bonyolultan hangzik, pedig nem az. Hi-
szen mi is egy sokasagon éliink. Korok, egyenesek, sikok, gombok: a sokasdgok olyan sima,
egyszerti, egyforma alakzatok, amelyek, 1igy tiinik, mindig fontos szerepet kapnak, amikor a
matematikdban és mds tudomdnyokban fizikai terekkel dolgozunk. Annyira egyszertiek, hogy
az ember azt hinné, mdr az 6sszeset meg kellett taldlnunk. Hdt nem. A topologusokat eléggé
nyugtalanitja is ez a tény, olyannyira, hogy egymilli6 dollaros dijjal probaljak 6sztonozni a
hatékonyabb keresgélést. A topolégianak ez a legfontosabb megoldatlan kérdése, amely im-
mar tobb mint egy évszazada foglalkoztatja és egyben frusztralja a tertilet legnagyobb el-
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méit: "Hdnyféle sokasdg létezik?’ Kicsit pontosabban fogalmazva: *Mely sokasdgok léteznek?’
(Erdekes! Az elsd kérdés vildgos: a fajtak szdmdt kérdezi. Amit Beckman pontosabbnak
mond, az mintha taxativ felsorolasra kérdezne ra. Voltaképp a kérdés angol eredetije tobb-
értelmt, legalabbis a téma gondolkodasdban jaratlan szamara: "What are all the manifolds?’
A tobbértelmiiség a folytatdsban is elénk all - Osman P.) Persze nem az a cél, hogy mindet
dsszeszdmoljuk, felsoroljuk, hanem hogy megtaldljuk, elnevezziik, és fajtdik szerint csoporto-
sitsuk Gket. Hogy legyen egy titmutaténk, amely az Osszes lehetséges sokasdghoz elvezet. CA
field guide of all possible manifolds’ — ami vajon darabra Gsszeset, vagy az Osszes fajtat
jelenti? Lassuk, mi lesz ebbdl! - Osman P.)

Kezdjiik azzal, hogy mit is értiink pontosan sokasdgon. Ahhoz hogy valamit sokasagnak
nevezhessiink, elég szigorii kovetelménynek kell megfelelnie, és a legtobb alakzatnak ez nem
is jon dssze. Uj szabdly: A ‘sokasdgnak’ nevezett alakzatnak nincsenek kitiintetett pontjai:
nincsenek végpontjai, keresztez8dési pontjai, nincsenek perempontjai, nincsenek elagazo-
dasi pontjai. A sokasdg mindeniitt ugyanolyan. (A perempont’ nem vilagos, pontos idevagéd
jelentését Beckman sem adja meg, s par probalkozasra még a google sem segit. Ebbél mind-
jart némi baj lesz — Osman P.)

Ez a definicié az el6z6 fejezetben bemutatott alakzatok végtelen csalddjait eleve kirekeszti.
Hiszen barmi, ami keresztre, csillagra, vagy ilyesmire hasonlit, nem lehet sokasag. Tehat
lehet, hogy a "hanyféle’ kérdésiinkre most mar igazi valaszt kapunk: elképzelhetd, hogy pon-
tosan megadhaté, véges szamii sokasdg létezik. Majd kideriil. Ez a definicié nem csak azokat
a lapos, drétvazszer(i alakzatokat foglalja magéban, amelyekkel eddig dolgoztunk. Ugyanis
lapszerti anyagokbdl vagy tésztaszerii anyagokbdl is létrehozhatunk sokasdgokat. A vilagegye-
tem, amelyben élink, valdszintleg haromdimenzids sokasag, hacsak tigy nem gondolod,
hogy van valahol egy fizikai hatara, ahol véget ér, vagy keresztezi 6nmagat.

Maradjunk még a drétvazszerl alakzatoknal, amelyeket zsinegbdl el lehet késziteni. A
topologiaban ezeket egydimenziésnak nevezziik, jollehet maga a lap, amit kihajtogatunk,
mar kétdimenzids. De itt az alakzat anyaga, ami szdmit. Lassuk tehat, milyen sokasagokat
tudunk drétbol elkésziteni! A csavarok, hurkok, ivek még csak-csak, hiszen azokat ki lehet
egyenesiteni. Az igazi gond a végpontokkal van. Hogyan tudnank megszabadulni a vég-
pontoktdl? Nos, ilyen drot-sokasdgbol mindossze kétféle létezik: a kor (masik nevén S1) és a
végtelen vonal (R1) létezik. A végpontoktol kétféleképpen szabadulhatunk meg: vagy dssze
kell kapcsolni a két végpontot, létrehozva egy hurkot, vagy végtelen hossztra kell nyujtani
a drétot. A topolégidban minden alakzat nyujthato, ez a ketté lefedi barmelyik zdrt hurok-
alakzatot és barmelyik végtelen hosszii alakzatot. Vagyis nem kell sz6 szerint kornek vagy
geometriai értelemben egyenesnek lennie.

Két dimenzioban mar olyan sokasagokat keresiink, amelyek lapszerti anyagbdl allnak.
Mindig az szdmit, hogy mibdl rakjuk dssze a sokasdgot! A legtobb ilyen alakzatot normal
esetben haromdimenzidsnak neveznéd, de ettdl még kétdimenzids lapokbdl késziilnek, és
ez alényeg. Milyen sokasdgokat tudunk késziteni lapszer(i anyagbo6l? Most olyan sokasago-
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kat keresiink, amelyek mindenhol lapszertiek, de nincs se széliik, nincs se sarkuk, ahol a lap
véget érne. Emlékszel, mikor azt mondtam, te is egy sokasagon élsz? Nos, a F6ld gomb, ami
nem mds, mint kétdimenzids sokasag” — Erre igy kevesen gondolhattak! Mit érdemel az a
biinds, aki igy csalja csapdaba az olvasdit?

Itt lap-sokasdgok kovetkeznek, egyszertbb és egzotikusabb abrakkal, egyebek kozt a
toruszok végtelen csaladjaval, a ,valos projektiv sik” lapsokasagaval, amely ,,a mi vilagegye-
temiinkben nem létezik, soha nem is l1étezhet, mert a létezéséhez legalabb négy dimenziora
van szitkség. Fiiggetleniil az anyagdtol, minden alakzatnak van egy minimum dimenziészd-
ma, amelyben létezni tud. Egy sik 1étezéséhez két dimenzi6 sziikséges. Egy gombéhez ha-
rom. A ’valos projektiv sikéhoz’ pedig négy” Beckman magyarazza, miként igyekezziink
elképzelni a legalabbis nehezen felfoghatdt. Elénk keriil egy Mobius-szalag is: ,,a valds pro-
jektiv sik hozza magéaval a sajat végtelen csaladjat, amely mindenféle csavart, sziamunkra
elképzelhetetlen terekbél 4ll”. Es: ,, A kdvetkezd dimenziéban a sokasigok tésztaszer(i anyag-
bdl késziilnek, és a legegyszeriibbet is lehetetlen elképzelni. Oda tartozik a hipergémb (S3),
amelynek metszetei gdmbok. Ugyhogy inkébb hagyjuk is ezeket. Lathattuk, hogy a sokasd-
gok osztalyozdsa pillanatok alatt elvezet minden iddk legnehezebb, megoldatlan matematikai
problémdihoz”

Azt reméljiik, az eddigiekkel sikertilt tobbé-kevésbé érzékeltetni Beckman el6adasanak
gondolkodasmaodjat és technikdjt, s igy az olvasé raérezhet, mire szamitson a tovabbiak-
ban. A folytatast viszont viszonylag révidre kell fognunk, hiszen a topologia testeivel ellen-
tétben az ilyen ismertetés nem nyujthato a végtelenségig.

A kovetkezd fejezet a Dimenzidk. Beckman igen helytalléan vazolja, hogy a topoldgia
fogalmai és logikaja bizony gyakran megjelennek a koznapi gondolkodasunkban is. ,,Az
emberek szeretnek vizudlisan gondolkodni, ezért gyakran vizudlis analogidk segitségével pro-
badljuk az elvontabb fogalmakat megérteni. A beszélt nyelv is tele van vizudlis analogidkkal,
amelyeket talan észre sem vesziink, pedig gyakran hasznaljuk 6ket. Amikor ilyeneket mon-
dunk, a hétkoznapi életiink problémdit tulajdonképpen topoldgiai problémdkra forditjuk le.

Gondolj csak a politikara! A politikai ideoldgia, mint olyan, meglehet6sen dsszetett foga-
lom, és egyaltalan nem nyilvanvalo, hogyan lehet tomoren megragadni a kiilénb6z6 politi-
kai irdnyzatok kozti killonbséget. Hogy egyszeriibb legyen a dolog, dltaldban az ideolégidkat
egy kétiranyii tengelyen szoktdk dbrdzolni, ahol a progressziv, liberdlis, egalitdrius eszmék
keriilnek a bal oldalra, a hagyomdnytisztel6, konzervativ, libertarianus gondolkodasméd
pedig a jobb oldalra.

Az is lehet, hogy a politikai ideoldgidkat tobb dimenziéban kellene leképezniink, nem csak
egyetlen balra és jobbra mutaté tengelyen. Ezek a kérdések nem pusztan arra valok, hogy a
kivancsisagunkat kiéljitk. Ugyanis ha valamilyen konkrét, az emberek ideologiai beallitott-
sagaval kapcsolatos célunk van - példaul szeretnénk megjosolni a kovetkezd vélasztasok
eredményét, vagy tdmogatdkat szeretnénk talalni valamilyen kezdeményezéshez — akkor az
ideolégiai térrdl alkotott megfelelé modellnek igen nagy haszndt vehetjiik” — S a politika csak
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egy a stratégiaalkotast és a cselekvést tamogaté modellezés felhasznalasabol. Ott van egye-
bek kozt a marketingmunka — Beckman is kitér erre —, és sok mas. A sokasdgok osztdlyozd-
sanak igy vehetjiik tehdt haszndt a matematikdn kiviil. Elég, ha egyszer megoldjuk az elvont
matematikai kérdést, utdna, ha vizualis analdgiat hasznalunk valaminek az elemzésére, a
lista, amely a valaszthatd tereket tartalmazza, mindig ugyanaz marad. A legt6bb rendszer,
amelyekkel a hétkoznapi életiink sordn taldlkozunk, remekiil leirhaté alapvet6, egyszerti te-
rekkel: vonallal, sikkal esetleg haromdimenzids térrel és igy tovabb. Ilyenkor, amikor proba-
lunk megérteni egy rendszert, a f6 topoldgiai kérdésiink igy hangzik: "Hdny dimenziéja van?’
Ez a kérdés rejlik a felszin alatt szamos vitaban a legkiilonb6z6bb targyu diskurzusokban.
Van egy fogalom. Rendben. Es hdny dimenzi6ja van?”

Beckman igy 1ép tovabb: ,,Ennek a fejezetnek a hatralevé részében tobb fogalmi térrel
kapcsolatban teszem fel azt a kérdést, hogy vajon hdny dimenziéja van” Erdekes és fontos
felismerésekhez juthatunk.

A kovetkezé nagy rész az Analizis. Harom fejezete: A végtelen | A kontinuum | Leképezé-
sek. Kicsit még beléjiik pillantgathatunk.

A végtelen: ,,Amikor az emberek a végtelenrdl kérdeznek, mindig egyvalamit akarnak
tudni: Van valami, ami nagyobb a végtelennél? Es erre a kérdésre 1étezik egy vilasz: vagy
igen, vagy ‘nemy, és a fejezet végére el is drulom, hogy melyik. Persze most is megprobalha-
tod kitaldlni, de szerintem jobb, ha el8bb rogzitjiik a jatékszabélyokat, csak hogy biztosan
ugyanarrdl beszéljiink. (Tessék erre felfigyelni, mert kritikus jelentségu! A vilagon - kevés
kivétellel - alighanem semmi sincs, ami olyan egyértelmt lenne, hogy mindenki pontosan
ugyanugy érti. Remek példa a ’sokasag’: mennyivel mast jelent itt, mint a kozbeszédben,
s mennyire mast egy kisvarosrol szélva, mint egy igen nagyrol. Ha nem biztositjuk eldre,
hogy ugyanarrdl szélunk, konnyen elbeszélhetiink egymas mellett - Osman P.) Kezdjiik
mindjart azzal, hogy mit jelent a ‘nagyobb. Honnan fogod biztosan tudni, hogy sikeriilt ta-
lalnunk valamit, ami nagyobb a végtelennél? Jobb, ha el6szor is lefektetiink egy tuti biztos
szabalyt annak eldontésére, hogy egy mennyiség ‘nagyobb-¢’ egy masiknal.” - Beckman
ehhez igen jo magyardzatot fliz — ami nem csak ebben segit, hanem jél hasznalhato, sét
extrapolalhaté gondolkodasmddot ad hasonlo jellegti feladatok megoldasahoz is.

A folytatasban a végtelennel valé miiveletek koznapi egyszertiséggel el6éadott példai ko-
vetkeznek, majd ,,[h]a tényleg a végtelennel akarunk foglalkozni, jobb, ha nem hallgatunk
az intuicionkra. Ugyanis folyton az intuiciénak ellentmondé nagyon furcsa eredményeket
kapunk, mint példaul az el6bbi is volt, vagyis hogy a végtelen az ugyanakkora, mint 6nmaga
kétszerese. A matematikusok is épp az ilyen bizonyitdsok miatt utasitottdk el oly sokaig,
hogy a végtelennel dolgozzanak, és még ma is rengeteg matektanar vallja, hogy a végtelen-
rol nem tudunk gondolkodni, az nem igazi matematika. Pedig az igazi matematikinak épp
ez a lényege: bdrmirdl tudunk gondolkodni, csak az a fontos, hogy eldre lefektessiik a jatéksza-
balyokat. A végtelennel is lehet dolgozni, ha tisztaban vagy vele, hogy pontosan mit jelent,
és hajland¢ vagy elfogadni, hogy adott esetben bizarr eredményeket kapsz”
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A végtelenségig feszitve a kérdést: ,Mi van, ha végtelenszer vessziik a végtelent? Végtelen-
szer végtelen! Ez mar lehet nagyobb a sima’ végtelennél? Vajon ezt is dssze tudjuk parositani
egyetlen végtelen zsék tartalméval? Megmondom: igen! Ez még mindig ugyanakkora. Ime
a bizonyitas, ezuttal rajzban”

S a csattand: a kontinuum! ,Most pedig, ahogy igértem, megmondom a vélaszt a nagy
kérdésre. Igenis van valami, ami nagyobb a végtelennél. Kontinuumnak hivjdk. A kontinuum
ugyanannyival nagyobb a végtelennél, amennyivel a végtelen nagyobb az egynél. Felfog-
hatatlanul nagyobb. Egyszerlien az mar mdsféle nagysdg. A kontinuum olyan nagy, hogy a
végtelent dssze se tudjuk hasonlitani vele. Ugy is nevezik, hogy ’folyamatos végtelen, ellen-
tétben az el6z6 fejezetben megismert végtelennel, amelyet olyan zsakként képzeltiink el,
amelyben kiilonféle targyak vannak. Azt a végtelent “megszdmldlhato végtelennek’ hivjuk,
mégpedig azért, mert minden egyes elemére ramutathatsz, és szép sorban bepakolhatod
Gket a zsakba. (Abszurdnak tiinik: megszamlalhato, de a végtelenségig szamlalva sem ériink
a végére. Beckmannak erre is van jol értheté magyarazata - Osman P) A kontinuum egy
vonal pontjainak a szama. Es még az sem szémit, hogy az a vonal véges vagy végtelen hosz-
szu. Itt a szOvete szamit, a pontok stirlisége. Ez egy gazdag, telitett, stirii végtelen. Barmilyen
kozelrél is nézed, soha nem vékonyodik el — a legkisebb szeletében is egy teljes kontinuumnyi
pontot taldlsz.

A megszamlalhato végtelent gy kell elképzelni, mint az egész szamok sorozatat: szép
sorban egymastdl egyforma tavolsagban 1évé pontok egy végtelen hosszt vonalon. De el-
képzelhetsz egy kétdimenzids haldt is, vagy akar egy haromdimenzids racsot, st akar négy
vagy még tobb dimenzids racsot is, nem szamit, ez akkor sem lesz mas, mint egy nagy ha-
lom kiilénall pont. Es még ha a pontok kozotti tavolségot le is sztikited, mondjuk az eredeti
ezred részére, vagy akar milliomod részére, akkor is kiilonallé pontok maradnak, azaz ha
elég kozel mész hozzajuk, kivalaszthatsz koziiliik egyet. Ezt értjitk megszamlalhatéan végte-
len alatt. A kontinuumban viszont a koztes pontokat is tartalmazza. Méghozza az dsszeset.
A kontinuum az egymdsba olvado pontok sima tengere. Nem megszdmldlhato”

Minden jézan észnek ellentmondo allitas kovetkezik, két kiilonosen fontos fogalommal:
»Mas megkozelitésben: ha egy nyilat dobsz a szdamegyenesre, annak esélye, hogy egész szdmot
taldlsz el, pontosan nulla. Nem nagyon kicsi, hanem nulla. Ugyanis a szamegyenesen két
egész szam kozott végtelenszer tobb szdm van, mint ahany egész szdm a teljes szamegyene-
sen” - Namérmost, ha azt mondana az esélyre, hogy végtelen kicsi, az érthetd lenne. Am a
nulla érthetetlen, hiszen ha az egész szamok ott 1éteznek, el is lehet taldlni 6ket. Ez azonban
semmit sem von le az itt kovetkezd két fogalom valdsagossagabol. ,,Fontos kiilonbségtétel
ez, ami a matematikdban is, a valo vilagban is gyakran el6jon: ’diszkrét’ vagy *folyamatos’. A
dolgok barmilyen diszkrét gytijteménye vagy véges, vagy megszamlalhatéan végtelen. (Az
eddigiekbdl ez vildgos, hiszen ,,dolgok’, vagyis 6nalld egyedek, azokra pedig egyenként ra
lehet mutatni. Kristalytiszta, remekiil magyarazé dichotéomia kovetkezik - Osman P.) Ha
azt kérded, hany hely van egy végtelen hosszt széksorban, a valasz: végtelen. Megszdamldl-
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hatéan végtelen. Egy pad esetében viszont, akar véges hosszisagu, akdr végtelen, a valasz a
kérdésre, hogy "hany helyre lehet leiilni a padon?; a ¢, azaz a kontinuum. S6t, bdrmely két
hely kézott is egy kontinuumnyi hely van, figgetleniil attdl, hogy az eredeti két hely milyen
tavol esik egymastol”

Az el6z6ekben mondottak bizonyitdsa kovetkezik, hogy a kontinuum nagyobb, mint
a végtelen. Tanulsagos végigkovetni. Beckman felveti, létezik-e egydltaldn a valé vilagban
olyasmi, ami annyira stirti, mint a kontinuum. Vélasza: ,vildgunk is apro6 részecskékbdl all,
azaz semmi nem lehet kontinuum stirtiségt, talan csak az id6”. - Ha belegondolunk, a vég-
telen strtiség azt jelenti, hogy minden eleme végteleniil kicsi — a tudomany allasa szerint
viszont a természetben semmi sem lehet kisebb a Planck-hossznal. Viszont hasonloképp
az 1d6 is ,,szemcsés”, azaz a lehetséges legrovidebb része a Planck-id6. - L. Carlo Rovelli: A
valosdg nem olyan, amilyennek latjuk (Park Kényvkiado, 2019, Iparjogvédelmi és Szerzdi
Jogi Szemle 2020/2. sz.)

Mégis, hogy hogy nem, a kontinuum az alapveté aritmetikai miiveletektdl eltekintve a ma-
tematika leghasznosabb teriiletének kozponti eleme. A modern természettudomanyok leg-
tobbje és a kozgazdasagtan is haszndlja azt a matematikai eljardst, amely segitségével Ossze
lehet adni kontinuum mennyiségti szamot, és az eredmény mégis egy véges szam. Ezt a
médszert integrdldsnak nevezik, de én itt most kontinuum-0osszeadasnak fogom hivni, mert
valdjaban errél van sz6”

»Nézziik, hogy muikodik!” - folytatja Beckman, és példak kévetkeznek, gyakorlati fel-
hasznalasok, majd szévegdobozban a bizonyitas. ,, Azt fogjuk bizonyitani, hogy barhogyan
is probaljuk osszeparositani a kontinuum elemeit a diszkrét végtelen elemeivel, nem jarunk
sikerrel, mert a kontinuum oldaldn mindig lesz maradék. Vagyis azt fogjuk bizonyitani,
hogy a kontinuum pontjait nem lehet felsorolni, erre még egy végtelen hosszu lista sem
elegendd.”

Most is van felfelé! ,Ha elfogadjuk ezt a bizonyitast, akkor kijelenthetjiik, hogy van valami,
ami nagyobb a végtelennél. Tehdat nem csak véges van és végtelen, hanem felettiik van még egy
réteg. Ami aztdn megint rengeteg kérdést vet fel. Vajon van valami a végtelen és a kontinuum
kozott, vagy a kontinuum a kovetkezd nagyobb dolog? Es van valami, ami a kontinuumnal
is nagyobb? Hany kiilonb6z6 végtelen van? A végtelenek szdma véges, vagy az is végtelen?
Es ha végtelen..., akkor vajon melyik tipust végtelen? Ezen kérdések koziil némelyikre
van valaszunk, masokra nincs. De mint kideriilt, az elsé kérdés (azaz, hogy van-e barmi a
végtelen és a kontinuum kozott), mind koziil a legfurcsabb. Mert nagyon ugy néz ki, hogy
ez egy eldontendd kérdés, amelyre a valasz vagy igen, vagy nem. De valaki talalt egy olyan
valaszt, amelyet be is bizonyitott, és az se nem igen, se nem nem. Kevéssé ismert tény, de van
egy harmadik lehetdség az igaz és a hamis kozott. De errél majd késGbb.”

A kovetkez6 fejezet a Leképezések. Mar talalkoztunk is veliik, csak nem ilyen néven mu-
tattdk be.
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Sajnos az ilyen irds nem kontinuum, minden nem fér bele, igy ebbél csak két érdekes té-
telt ragadunk itt ki. ,, Minden zdrt tartdlyon beliil dramlo kozegben létezik egy fix pont, vagyis
egy olyan pont, amelyik nem mozog. Ezt a tényt nevezik fixpont-tételnek, amelyet minden
dimenzi6ban sikeriilt bebizonyitani” Es ,[e]gy sz6rds labddt nem lehet tokéletesen simdra
féstilni. Ez a tény pedig nem csak a sz6ros labdara igaz, hanem minden olyan esetben, ami-
kor egy gombfeliilet minden pontjahoz irdnyt akarsz rendelni. A Fold felszinén mindig van
legalabb egyetlen pont, ahol épp semelyik irdanyba nem fuj a szél. Az ceanokban is vannak
szingularitasok, ahol nem aramlik a viz, ezeken a helyeken gytilik dssze a tengerekbe dobalt
rengeteg szemét, és ott hatalmas forgé szigeteket alkot. De ez csak a gombfeliileteken igaz.
Egy sz0r0s toruszt minden tovabbi nélkiil tokéletesen simdra lehet féstilni”

A kovetkezd nagy rész: Algebra, fejezetei: Absztrakcié | Strukturdk | Kovetkeztetés.

Absztrakcié: ,Kezdjiik a legelején. A matematika tiszta, elvont objektumokkal foglalko-
zik, amelyeket egy tires térben képzeliink el. Az algebra — na, az aztdn a legtisztabb, leg-
elvontabb valami mind kéziil. Most nem arrdl az algebrarol beszélek, amit az iskoldban
tanultdl. Amirél ebben a fejezetben mesélni akarok, az az ugynevezett absztrakt algebra’ Ez
annyira elvont, hogy még csak nem is valamilyen konkrét objektumtipusrdl sz6l. Hanem
arrol a gondolatrdl magardl, hogy egyéltalan 1éteznek objektumok és az objektumok kozott
léteznek relaciok”

»Az absztrakt algebra magdnak az algebrdnak egy dltaldnosabb verzidjdt keresi. Megvizs-
galjuk a killonb6z6 muveleteket — nemcsak a négy alapmtiveletet, hanem egészen furcsakat
is, amelyeket még soha nem hasznalt senki -, és azt vizsgaljuk, taldlunk-e magasabb szintij
dsszefiiggéseket. Es aztan a dolog még rosszabb lesz: teljesen elvonatkoztatunk a szdmoktdl is,
vagyis ismeretlen objektumokon végzett ismeretlen miiveletek eredményeirél gondolkodunk.
Errél a fajta algebrdrol még beszélni is nehéz, mert egyszertien nincs semmi konkrétum,
amirdl beszélni lehetne. Az algebra miivel6i bizonyos folyamatokat hajtanak végre, bizo-
nyos médokon mozgatnak szimbélumokat a papiron, igy bizonyos allitdsokbdl mas alli-
tasok lesznek. De egyik allitas sem jelent semmit, legalabbis a konkrétumok szintjén nem.
Minden szimbdlum csak egy altaldnos valami, aminek a helyére végtelen sok dolgot be-
helyettesithetiink. Tehat ugy is fogalmazhatunk, hogy mindegyik allitds sok millié dolgot
jelent egyszerre”

Ugy véljiik, ez az a pont, ahol nézel6désiinket e matematikai csodék palotéjiban abba kell
hagynunk. Mar csak az johet, hogy a részek és a fejezeteik cimeivel és par széval megmu-
tatjuk, mi van még hatra.

Struktirdk: ,A teljesség igénye nélkiil bemutatok néhanyat az algebrai struktarak kozil.
Azokat valogattam ki, amelyek gyakrabban fordulnak el a valo életben”

Kovetkeztetés: ,Minden rendszernek megvannak a sajat kovetkeztetési szabélyai, amelyek
a rendszer konkrét tudasstruktarajat tikkrozik. Az algebra nagyrészt — az absztrakt algebra
és az iskolai algebra is — szigoru kovetkeztetési szabalyok koriiltekint$ alkalmazasara épiil”
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Ujabb nagy rész: Az alapok - egy dialégus: ,,Emlékszel, amikor azt mondtam, hogy létezik
egy kevésbé ismert harmadik igazsagérték az igaz és a hamis kozott? Azt hiszem, itt az id6,
hogy errdl is meséljek egy kicsit”, és felettébb élvezetes gondolatmenetek kdvetkeznek, sok
meglep6 fordulattal és csavarral.

Utolso rész: Modellezés, tejezetei: Modellek | Automatdk | Tudomdny.

Modellek: ,Ez az alkalmazott matematika vildga. Eddig atnéztiik a tiszta matematika ha-
rom f6 agat, és hozzavettiink még egy csipetnyi torténelmet és filozofiat. A hétralevd részt
a tiszta és alkalmazott matematika viszonyanak szentelem, és elmesélek néhany dolgot az
alkalmazott matematikarol.

Ez a rész konkrétan a modellezésrdl sz6l. A modellezés alatt itt a matematika és a vald vildg
dsszekapcsoldsdt értem. Persze, tudom, hogy a matematika azért szamtalan egyéb forméban
is felbukkan a hétkéznapokban, de a modellezés az az dltaldnos keretrendszer, amely mind-
ezen kapcsolatokat tisztan feltarja el6ttiink. Segitségével kényelmesen tudunk beszélni a
relacidkrol, igy tlizetesen megvizsgalhatjuk Gket, és 1j dolgokat tanulhatunk” S szellemileg
felajz6 zarszava ehhez: ,,Lehet, hogy azért talalunk lépten-nyomon matematikai mintazato-
kat a természetben, mert a vilag matematikabdl késziilt. Lehet, hogy az egész vilagegyetem
alapvetden matematikai természetd, és mégiscsak létezik Egy Igazi Modell, amely tokélete-
sen leirja a miikodését. Mit szépitsiik? Ez driiltségnek hangzik. De vard ki a végét!”

Arra mar nincs helyiink. Tessék elolvasni! Az egészet! Nagyon megéri!

Dr. Osman Péter
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